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pracy doktorskiej Pani Anny Pyzary, Algorytmizacja jako aktywno$cé i umiejetnosé
matematyczna

Motto: Dlaczego nauczanie matematyki
chce sie obej$¢ bez informatyki

[M.M. Systo, 2017]

Zofia Krygowska, uznawana w Polsce za najwiekszy autorytet w dydaktyce matematyki,
w swoim Zarycie dydaktyki informatyki z 1977 roku pisata o dydaktycznych korzysciach, ktore
moga mie¢ zrédto w korzystaniu z umiejetnosci algorytmizacji w nauczaniu i ksztatceniu ma-
tematycznym. Te korzysci odnosza sie zaréwno do nauczycieli jak i uczniéw. Pani Anna Py-
zara, powotujac sie na prace Z. Krygowskiej, jak i T. Ramsa z przetomy lat 70’ i 80" XX wieku
dotyczace wykorzystania algorytméw w dydaktyce matematyki, zainspirowana ta klasyka dy-
daktyki matematyki, weryfikuje w swojej pracy zalecenia Z. Krygowskiej gtownie w odniesie-
niu do przygotowania przysztych nauczycieli matematyki. Bada wiec ich przygotowanie do
korzystania z algorytmizacji w nauczaniu matematyki, a w dalszej perspektywie — jak umiejet-
nosc¢ tworzenia algorytméw moze wspomagac¢ modelowanie matematyczne.

Praca sktada sie z dwoch czesci, Czesci teoretycznej i Czesci badawczej. W czesci teore-
tycznej mozna wyrézni¢ dwa obszary rozwazan: algorytmizacje w nauczaniu matematyki oraz
modelowanie matematyczne, jako typ algorytmizacji. Cze$¢ badawcza natomiast jest szcze-
gotowq relacjg z przeprowadzonych badar wéréd niewielkiej liczby nauczycieli. Autorka naj-
pierw przeprowadzita badania wstepne, a nastepnie — badania wiasciwe. Prace koncza wnio-
ski, ktore potwierdzaja, iz algorytmizacja w przygotowaniu przysztych nauczycieli matematyki
moze pogtebic ich znajomos¢ algorytmiki, jak i przystuzy¢ sie poprawie nauczania matematyki
w obszarze modelowania matematycznego.

Uwaga. Z wyksztatcenia jestem w takim samym stopniu matematykiem, jak i informatykiem.
Moje zainteresowania naukowe to gtéwnie matematyka dyskretna, jako matematyczne pod-
stawy informatyki, zas w ostatnie dekady gros energii merytorycznej i organizacyjnej poswie-
cam edukacji informatycznej i zwigzkom tej edukacji z innymi edukacjami. Szczegéing uwage
kieruje wiec ku edukacji matematycznej i jej zwiazkom z edukacja informatyczng. Autorka
cytuje wiele moich opinii i propozycji wigzacych sie z tymi dwoma edukacjami i zwigzkami
migedzy nimi. Recenzja nie jest witasciwym miejscem, by je wszystkie tutaj przytoczy¢, odno-
sze si¢ wiec tylko do tych, ktére maja zwigzek z gtbwnym tokiem pracy. Uprzedze, nadal
uwazam, ze w nauczanie matematyki w niedostatecznym stopniu korzysta sie z powigzan
matematyki z informatyka, zaréwno w sensie pojeciowym i teoretycznym, jak i zwtaszcza
w zakresie zastosowan do modelowania i rozwiazywania rzeczywistych problemoéw.

Zaczne od poje¢, a przy okazji oceniam niektore fragmenty pracy i zamieszczam uwagi
szczegotowe, :

Pojecie algorytmu. Wedtug Z. Krygowskiej (1977): ,Algorytmem opracowanym dla pewnej
klasy zadan opartym na pewnym danym z gory zbiorze czynnosci podstawowych bedziemy
nazywac kazdy plan skorczonego ciagu czynnosci wybranych z tego zbioru taki, ze wykona-



nie w zaplanowanej kolejnosci tych czynnosci przy danych specyfikujacych okreslone zadanie
tej klasy prowadzi do rozwigzania tego zadania.” Ta definicja powstata jednak w 1977 roku
i przypuszczam, ze nie byta efektem gtgebszej dyskusji z informatykami. Mozna jednak w niej
znalez¢ ,specyfikacje” rozwigzywanego zadania, ,rozwigzanie zadania”, a ,plan” to zapewne
kolejne kroki postepowania. | bardzo wazne — jest mowa o ,algorytmie dla pewnej klasy za-
dan”, bo algorytm powinien by¢ réwniez uniwersalny, a nie tylko przepisem wykonania kon-
kretnego zadania, ktéry nie przenosi si¢ na inne podobne zadania. Wymienia sie takze
,cZynnosci podstawowe”, co w informatyce odpowiada tak zwanej ,przestrzeni algorytmicz-
nej’, a ktorej sg konstruowane algorytmy. Generalnie zgoda na taka definicje, chociaz szko-
da, ze ta bardzo wazna definicja nie powstata jako konsensus miedzy matematykami i infor-
matykami — dlaczego uczniowie maja stysze¢ rézne definicje tego samego pojecia na dwaéch
réznych przedmiotach? Dalej Autorka wymienia cechy algorytméw, jak jednoznaczno$é,
0g0Inos¢ (to raczej uniwersalno$¢ wspomniane powyzej) i efektywno$é. Te ostatnig wtasnosé
jedna mylnie interpretuje. To nie jest ,wykonywalnos¢” (str. 19), ale raczej ztozono$é oblicze-
niowa — wiadomo, ze nie wszystko mozna policzy¢ nawet z pomocg komputera w rozsagdnym
czasie (pomijam tutaj obliczalnos¢). ,Wykonywalno$¢” operacji wynika z ich elementarnosci,
ale tutaj matematycy ,potykajg” sie po raz pierwszy i w pracy jest wiele przyktadéw schema-
tow blokowych algorytméw (rys. 20, 25), w ktorych sprawdza sie, czy zachodzi rownosé mie-
dzy dwoma warto$ciami, ale te warto$ci sa typu rzeczywistego i nawet jesli s sobie réwne, to
jesli pochodzg z réznych komputerowych proceséw obliczeniowych, to ich reprezentacje sa
rézne a wartosci nie sg doktadnie takie same. A zatem operacja sprawdzania rownosci
w algorytmach nie jest dobrze okreslona i moze prowadzi¢ do nieskonczonych obliczen.

Uwagi szczegodtowe:

Str. 5: ,Algorytm” nie jest pomijany w szkolnym nauczaniu matematyki, dotychczas pojawiat
sie¢ wczesniej na matematyce, niz na informatyce jako np. ,algorytm pisemnego dodawa-
nia/mnozenia”, tylko ze byt traktowany jako czarna skrzynka z przepisami. Takich czarnych
skrzynek jest wiele w nauczaniu matematyki. W.W. Sawyer pisat: ,Matematyka, to pewnego
rodzaju skrzynka z narzedziami.” Otéz niezupetnie, bo skrzynka z narzedziami kojarzy sie
z gotowymi do uzytku narzedziami, a nam chodzi réwniez o rozwoj kreatywnosci uczniow.

Str. 32: W p. 1.5.1 jest opisany proces tworzenia algorytmu. Szkoda, ze w tym opisie nie
uwzgledniono komputera. Prosze wzig¢ pod uwage, ze od tego roku wszyscy uczniowie od
najmtodszych lat beda mieli zajecia z informatyki, w tym takze programowanie. Powtorze mot-
to tej recenzji ,Dlaczego nauczanie matematyki chce sie obejs¢ bez informatyki” — to tytut
mojego wystgpienia na konferencji dydaktykéw matematyki w UP, we wrze$niu 2017.

Str. 46: ,Organigram” to nic innego jak schemat blokowy, znany na dtugo przed publikacjami
Z. Krygowskiej. Dobrze jest o tym wspomnie¢ uczniom, bo ze schematami blokowymi, pod
takg nazwa, spotykaja sie na informatyce.

Str. 118: Algorytm powinien by¢ poprzedzony specyfikacjg problemu, ktéry rozwigzuje; a tutaj
jest na koncu wyliczenia.

Algorytmizacja. Autorka nie podaje formalnej definicji tego pojecia, ale powotuje sie na
Z. Mosznera (2004), z wypowiedzi ktérego wynika, ze algorytmizacja w matematyce obejmu-
je: stosowanie algorytmu, ocenianie poprawnosci jego zastosowania, jak i tworzenie algoryt-
mu. Niewiele w tym okresleniu jednak mowy o wtasnos$ciach tworu algorytm. Wczesniej,
Z. Krygowska (1986) zaliczyta algorytmizowanie i racjonalne postugiwanie sie algorytmami do
fundamentalnych aktywnos$ci matematycznych, i podata pézniej liste umiejetnosci zwigzanych
z algorytmizacjg. Brak jest jednak bardziej szczeg6towych i wspotczesnych opracowan na ten
temat i w rezultacie nauczanie matematyki w szkotach, jak i przygotowywanie nauczycieli do
tego, nie ma ani solidnej bazy teoretycznej, ani praktycznej (Autorka cytuje mojg wypowiedz
na ten temat na str. 12-13). W odniesieniu do konstrukcji geometrycznych, stosowanie poje-
cia ,algorytmizacja”, czesto przytaczane w tej pracy, niczego specjalnie nie wnosi, to jedynie
zmiana nazwy, proponuje wigec pozostac przy ,opisie konstrukcji geometrycznych”, jak to byto
dotychczas, a uniknie si¢ wielu niespodziewanych sytuacji, o niektérych wspominam tutaj.



3

Ponadto, odsunie sie na bok che¢ komputerowego wykonywania ,algorytméw geometrycz-
nych”, co moze przysporzy¢ wiecej ktopotéw niz pozytku, o czym tez wspominam w tej recen-
zji. ,Algorytmy geometryczne” ilustrujg czesta maniere nazywania algorytmem opisu dziatania
lub instrukcje'.

Uwagi szczegdétowe

Str, 32 — 51, Algorytmizacja w podrecznikach. Tutaj Autorka nieco ,nacigga” rzeczywistosé
nazywajac algorytmami to, co autorzy podrecznikow nazywajg schematami lub inaczej jesz-
cze. | ta ostatnia nazwa jest wtasciwa, bo nie wszystkie schematy majg wszystkie pozgdane
cechy algorytmoéw, sa to po prostu wizualne schematy pewnych przepiséw matematycznych.

Algorytmy geometryczne czy konstrukcje geometryczne, ponownie. To bardzo wazna
watpliwos¢ w kontekscie recenzowanej pracy. Przyznam sig, ze dla mnie to nowo$¢ nazywa-
nie konstrukcji geometrycznych algorytmami, chociaz jak widze wywodzi sie jeszcze z cza-
sow Z. Krygowskiej. Sledzac réznego rodzaju aplikacje do tworzenia konstrukcji geometrycz-
nych, takie jak Cabri czy GeoGeobra, nie spotkatem w materiatach im towarzyszacych powia-
zania konstrukcji geometrycznych z algorytmami. Wedtug Autorki (str. 54): ,Doskonatym dzia-
tem do pracy algorytmicznej w mtodszych klasach jest geometria”, a dalej ,Dzieci mogac wie-
lokrotnie testowac algorytm poprzez wydawanie komend dla ,robota” czesto z duzym entu-
Zjazmem uczg sie precyzyjnego myslenia algorytmicznego”. To jest ztg droga dla rozwoju
myslenia algorytmicznego. Robotem moze by¢ komputer wykonujacy zaprogramowany algo-
rytm, ale poza komputerem uczniowie nie powinni by¢ robotami, automatycznie wykonujacy-
mi polecenia czy operacje. Zdecydowanie taka nie jest rola algorytmoéw we wspoiczesnej
nauce i dydaktyce. Algorytmy to ,narzedzia” rozwiazywania probleméw, ksztattowane lub bu-
dowane lub dobierane w trakcie procesu rozwigzywania problemoéw. Algorytmika to dziat in-
formatyki o powstawaniu algorytméw w trakcie rozwiazywania problemoéw, to nie ksigzka ku-
charska czy zestaw programéw.

Algorytm a komputer. Algorytmy sg pozywka dla komputeréw: komputer wykonuje TYLKO
programy, a KAZDY program jest zapisem jakiego$ algorytmu. W przypadku konstrukgji
geometrycznych, elementarne operacje nie maja swoich komputerowych odpowiednikéw, jak
dziatania na liczbach. Tak jest w przypadku konstrukgji szkolnych, a jeszcze bardziej w przy-
padku geometrii obliczeniowej. Te dziatania to dziatania geometryczne, do ktérych nie jest
potrzebny komputer. Co wigcej, uzycie komputera moze wprowadzi¢ nieprzewidziane utrud-
nienia — podaje taki przyktad w swojej ksiazce Algorytmy, w ktérym to, czy przecinajg sie dwie
proste zalezy od ,grubosci otéwka”, a w jezyku komputerowym — od doktadnosci obliczen.

Pojecia algorytmu optymalnego (str. 26-27) jest w pracy mylnie interpretowane. To nie jest
,najprostszy sposob prowadzacy do rozwiazania”, bo wczesniej nalezatoby okresli¢, co to jest
.najprostszy sposob”. Takie pojecie wystepuje w algorytmice i odnosi sie do algorytmu o naj-
mniejszej mozliwej ztozonosci obliczeniowej, Autorka jednak nic nie pisze o ztozonosci obli-
czeniowej. Na przyktad znajdowanie minimum/maksimum w ciggu n liczb za pomocg n — 1
poréwnar miedzy elementami jest algorytmem optymalnym. Dowéd nie jest catkiem trywialny,
bo musi uwzglednia¢ WSZYSTKIE mozliwe sposoby obliczania minimum. W informatyce jest
niewiele algorytméw optymalnych, niektére sa optymalne z doktadnoscig do statego wspot-
czynnika proporcjonalnosci (np. algorytmy porzadkowania o ztozonosci O(n log n). Tutaj po-
nownie mogtbym poleci¢ matematykom, ze o tym uczymy na informatyce!

Algorytmizacja bez komputera. Przez strony tej pracy przewija si¢ kilka razy zadanie orga-
nizacji wycieczki szkolnej, jako przyktad modelowania matematycznego za pomoca algoryt-
mizacji. Stusznie, bardzo dobry przyktad. Ale ... wiasnie. Chociaz dziwi mnie poziom prac
studentéw z tym zadaniem, to jednak chciatbym przypomnie¢, ze pojawia sie ono w szkole

' Chociaz w wielu podrecznikach do algorytmiki jako przyktady algorytméw wystepuja przepisy kuli-
narne, to jednak nadal jadamy wedlug przepiséw, a nie algorytmow kulinarnych. Zapewne powodem
tego sa, a raczej brak wiasnosci, ktérymi powinny cechowaé sie algorytmy, pisze o tym w swojej
ksiazce Piramidy, szyszki i inne konstrukcje algorytmiczne, Helion, 2015.
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podstawowej na informatyce jako $wietny przyktad uzycia arkusza kalkulacyjnego. W pracy
Autorka podaje wyniki badan przeprowadzonych ze studentami specjalnosci matematyka
z informatykg - nie pojmuje, dlaczego to zadanie stanowito jakikolwiek problem dla tych stu-
dentéw. Mozna nalezato najpierw zbada¢ ich przygotowanie do takich zadan. Widze jednak
powazniejsze uzasadnienie dla zachowania sie studentéw. To zadanie znakomicie nadaje sie
na algorytmizacje i modelowanie za pomoca komputera, a bez komputera moze sprawia¢
im kfopoty, i sprawito. W arkuszy fatwo jest: uwzglednié¢ warianty, opisac je, odwotaé sie do
statych, ktore tatwo mozna zmienia¢, wprowadzi¢ zmienne parametry, a przede wszystkim
arkusz ufatwia symulacje modelu, wprowadzanie poprawek i ponowne sprawdzanie, czyli
faktycznie jest narzedziem dla catego procesu modelowania takich zadan praktycznych, jak
kosztorysy, nie tylko wycieczek, ale tez prywatek, imienin, piknikow itp.

Krok naprzéd ku mysleniu komputacyjnemu. Chociaz to pojecie ma juz ponad 10 lat,
a faktycznie pojawito sie u S. Paperta w 1980 roku w pracy o ksztatceniu matematycznym
(sic!). Autorka tylko o nim wspomina (str. 43), przytaczajgc w stopce niezbyt trafng definicje.
A to jest krok na drodze rozwoju kompetenciji stosowania mental tools (sposobdw rozumowa-
nia, postepowania), ktére majg swoje zrodto w informatyce, w naukach komputerowych. To
caly arsenat poje¢ i metod informatycznych, takich jak: abstrakcja, heurystyka, rekurencja,
dekompozycja itd. Nieco ze zdziwieniem stwierdzam, ze to podejscie nie dotarto jeszcze na
dobre do dydaktykéw matematyki.

Przeglad rezultatow pracy
Rozdziat 1.Algorytm, algorytmizacija

Autorka ma racje piszac na poczatku, ze ,aktywnosé matematyczna jest dziatalnoscig umy-
stu”, a nastepnie wymienia za Z. Krygowska rézne rodzaje tej aktywnosci. Nie ma wsrod nich
jednak ,algorytmizacji”, wystepuje algorytm, ale raczej jako czarna skrzynka. Dalej szczego-
towo uzasadnia znaczenie algorytmizacji dla ksztatcenia matematycznego, gtéwnie dla akty-
wizacji uczniow. Ale czy w znaczeniu, by mieli co robié, czym sie zajgc, czy raczej zrozumieli
pojecie i potrafili wykonaé zwigzane z nimi rachunki (Autorka dzieli matematyke na pojeciowg
i algorytmiczna, str. 11 — nie do konca sie z tym zgadzam, ale zostawmy ten watek.) Totalne
podejscie do matematyki jako poletka dla algorytmizaciji nie bedzie chyba stuzy¢ matematyce
— jestem daleki od tego jako informatyk, odradzatbym. A wiec, kiedy rzeczywiscie w naucza-
niu matematyki miatyby pojawi¢ sie algorytmy? To temat na osobng dyskusje. Uwazam, ze
informatyka, a algorytm jako jej narzedzie, powinna staé¢ si¢ elementem arsenatu metod
~uprawiania matematyki’, a nie tylko jej ilustrowania. Niestety pod tym wzgledem, edukacja
matematyczna z kazdg kolejng podstawa programowa cofa sie. Nie pojawia sie termin algo-
rytm, algorytmizacja, komputer, technologia, ale wraca i utwierdza sie (w najnowszej podsta-
wie dla szkot ponadpodstawowych) postugiwanie sie kalkulatorem i tablicami matematyczny-
mi w zadaniach obliczeniowych. Autorka ma racje, ze wiele z zapisow poprzedniej podstawy
mozna realizowa¢ za pomoca pracy z algorytmami (str. 31), ale podstawa tego nie wymaga,
a chodzi o to, by zmieni¢ ksztatcenie matematyczne wszystkich uczniéw, co wiecej — zmienic¢
sposob ,uprawiania matematyki’. Nie méwie juz o wykorzystaniu tego, co z matematyki ucz-
niowie poznajg na informatyce — matematycy ,nie chca tego kupi¢” dla swojego przedmiotu.

Na potwierdzenie, ze z algorytmizacjg nie jest zle, Autorka przytacza przyktady z podreczni-
kow. Niestety, uznaje za algorytmy wszystko, co stuzy schematycznemu wyjasnieniu pojecia
lub metody, wigkszo$¢ tych schematéw nie ma przytaczanych wczes$niej wtasnosci algoryt-
mow, pozostaje wiec tylko schematem. ‘

Potwierdzam, co napisatem powyzej — konstrukcje geometryczne powinny pozosta¢ kon-
strukcjami, a nie algorytmami geometrycznymi. Na schematach w p. 1.6.3.1 znajduje sie wie-
le miejsc nie do korica precyzyjnych, a zwigzanych ze sprawdzaniem réwnosci miedzy dwo-
ma wielko$ciami rzeczywistymi (typu rzeczywistego). Inna terminologia tez mnie zastanawia.
Czy sie rozni ,skonstruuj prostg” (str. 47), ~Zbuduj prostg” (str. 55) od narysuj prosta, jak mnie
uczono. Podobnie, konstruuje sig okrag, zamiast go kreslié. Chyba uczer ma to robi¢ w rze-
czywistosci, przyborami na kartce papieru, czy nie? Najbardziej podoba mi sie kreslenie Il



Sposobem na str. 49! Opinia Autorki (str. 55), ze ,mozemy przyzwyczaié uczniéw do myslenia
W sposob algorytmiczny, bedacy jednoczesnie nauczaniem proinformatycznym.” nie jest spe-
cjalnie trafna w kontekscie algorytmoéw geometrycznych, gdyz na zajeciach z informatyki nie
spotkajg sie¢ z potwierdzeniem takiego podejscia do konstrukcji geometrycznych. Owszem,
istnieje caly dziat geometrii obliczeniowej, ale zajmuje sie on rozwigzywaniem rzeczywiscie
problemoéw algorytmicznych i obliczeniowych w geometrii, a nie samymi konstrukcjami.

Rozdziat 2. Modelowanie matematyczne

Tytut rozdziatu nie jest zbyt trafnym sformutowaniem »Modelowanie matematyczne jako typ
algorytmizaciji’. Raczej powinno by¢ »,Algorytmizacja jako metoda i narzedzie modelowania”.

To bardzo wazna misja matematyki — tworzenie modeli rzeczywistych sytuaciji. Mozna dodaé
modeli matematycznych, ale z tym trzeba by¢ ostroznym, gdyz uwzglednienie cech rzeczywi-
stych sytuacji czesto wymaga odniesienia si¢ do innych dziedzin, a wtedy model, moze by¢
wynikiem analizy sytuacji przez matematykow, ale niesie takze cechy i elementy innych dzie-
dzin. Na og6t modele sg bardzo ztozonymi konstrukcjami, interdyscyplinarnymi. O tych innych
dziedzinach nie nalezy zapominaé nawet wtedy, gdy tworzymy czysty model matematyczny,

Najlepszym komentarzem do powyzszego jest cigg Fibonacciego (p. 2.1.3). Autorka delikat-
nie nadmienia, ze ,nie jest on najlepszym modelem opisujgcym rozwoj populaciji krolikow’.
Poprositem kiedy$ uczniéw, by zapytali szkolnego biologa, jak rozmnazajg sie kroliki, ile ich
bedzie po 10 miesigcach (jak u Fibonacciego). Pézniej opisali mu, jak to wymyslit Fibonacci —
obsmiat ich koriczac dyskusje. Inna sprawa, ze te liczby byty w przyrodzie od zawsze jako
pewien dyskretny opis obiektow przyrody i bez krélikéw i tak pojawityby sie w matematyce.

Bardzo waznym stwierdzeniem jest, ze modelowanie jest procesem. Stad juz krétka droga do
konkluzji, ze modelowanie matematyczne to obszar potencjalnych aktywnosci uczniéw,
zwlaszcza w odniesieniu do zagadnien z ich otoczenia, ktére sg w stanie ich zaangazowaé
i umotywowac¢ do pracy. Je$li do tego, modelowanie potgczymy z aktywnoscig informatyczng
(komputerowg), to zapewne fatwiej nam bedzie przekona¢ ucznidéw do wartosci i znaczenia
matematyki, jak i uzytecznos$ci informatyki.

Cate szczescie, modelowanie pojawia sie jawnie w podstawie programowej. Jednak juz prze-
tozenie tych zapiséw w podrecznikach na konkretne aktywnosci w klasie pozostawia wiele do
zyczenia. Tutaj niezbedne jest wspéipraca matematykoéw z informatykami. Jesli bowiem, algo-
rytmizacja ma by¢ narzedziem modelowania, to to narzedzie powinno by¢ dobrze opanowane
przez uczniéw, a wczesniej — przez nauczycieli. Moge mnozy¢ przyktady zapiséw w najnow-
szej podstawie programowej matematyki pokazujgce, ze ich autorami nie kierowaty rzeczywi-
ste przyktady, ktére mogtyby ilustrowaé wykorzystanie wiedzy matematycznej i informatycznej
w modelowaniu.

Wspotpraca matematykow z informatykami w modelowaniu jest na poziomie rozwigzywania
modelu (problemu). Wczesniej, do gtosu powinny doj$¢ specjali$ci od modelowanych sytuacii.
I z tym moze by¢ problem w przypadku nauczycieli matematyki, jak i informatyki. Co wiecej,
wymagatoby to w szkole wigksze otwarcie sie na wspotprace nauczycieli réznych przedmio-
tow. Faktycznie jednak, takie przygotowanie (do modelowania réoznorodnych sytuacji) nau-
czyciele powinni wynosi¢ ze studiéw lub réznych form doskonalenia. Autorka dosé doktadnie
opisuje proces modelowania, jak i umiejetnosci niezbedne do jego prowadzenia. Niestety,
wsparciem dla nauczycieli nie sg tradycyjne podreczniki do matematyki. Czesto, modelowa-
nie w nich sprowadza sie¢ do napisania odpowiedniego réwnania lub wykonania obliczen.
Jeszcze cze$ciej zagadnienia wymagajace pochylenia sie przez ucznia nad modelem sa
umieszczone na koncu rozdziatow i zazwyczaj sg ,treningiem” uzycia tego, co byto przedmio-
tem w rozdziale. Potwierdzajg to przyktady zamieszczone w p. 2.2.2. Przyktady z naszego
krajowego podwdrka to zadania rachunkowe, w najlepszym razie z trescia, nie mozna dopa-
trze¢ sie w nich zadnych rzeczywistych sytuacji — liczby i proste figury. Catkowitg ich przeciw-
noscig sg przyktady zagadnien przytoczone przez Autorke wczesniej w tym punkcie. Niestety,
zaden z nich nie pochodzi od krajowych autoréw.



Moge odesta¢ matematykéw do podrecznikéw do informatyki, do zadann maturalnych z infor-
matyki, do zadan w ksigzkach poswieconych informatyce i algorytmice. Tam nie ma suchych
algorytmoéw, na ogét kazdy algorytm jest poprzedzony opisem sytuacji problemowej, ktorg
rozwigzuje. Szkoda, ze Autorka nie skorzystata z tego i nie zaproponowata wiaczenia algo-
rytmizacji modeli w wydaniu informatykéw do nauczania matematyki, przygotowania nauczy-
cieli. Wspomniany przyktad z kosztorysem wycieczki mégtby by¢ znakomitg ilustracjg wiek-
szoéci aspektow modelowania i algorytmizacji, w tym takze postuzenia sie komputerem
w petnym procesie modelowania.

| wreszcie — p. 2.3 — relacja miedzy modelowaniem a algorytmizacjg. Jestem za przyjeciem
algorytmizacji jako jednej z faz modelowania matematycznego, zamiast uznania algorytmiza-
cji za forme modelowania. Sama Autorka uzasadnia w wielu miejscach swojej pracy, ze mo-
del — tutaj bedacy algorytmem - to tylko fragment catego procesu polegajgcego na modelo-
waniu rzeczywistej sytuacji. To bardzo wazne, by nie uznawa¢ samego algorytmu za model —
inaczej przypomni to krytykowane w pracy podej$cie sprowadzajgce modelowanie matema-
tyczne do zastosowania wzoru matematycznego. Jako informatyk nie jestem zwolennikiem
stosowania algorytmu jako antidotum na wszystko — tutaj na brak modelowania w nauczaniu
matematyki.

Rozdziat 3. Kompetencje nauczycieli

Jak na prace poswiecong dydaktyce matematyki, 6 stron na 280 to bardzo zwiezte odniesie-
nie sie do przygotowania nauczycieli. Jesli ustalilismy, czego uczy¢ — podstawa programowa
jako standard ksztatcenia — to powinnismy réwniez okresli¢ standardy przygotowania nauczy-
cieli, jako niezbedne przygotowanie do realizacji standardéw ksztatcenia (podstawy). Autorka
wspomina o standardach kwalifikacji zawodowych nauczycieli matematyki, opracowanych
w 2007 roku na zlecenie Ministerstwa Pracy i Polityki Spotecznej. Nie znam tych standardow
moze dlatego, ze nigdy bym nie pomyslat, ze trzeba ich szuka¢ w opracowaniach tego mini-
sterstwa. Standardy przygotowania nauczycieli matematyki powinni opracowa¢ matematycy
w $cistym zwigzku ze standardami ksztatcenia (podstawg programowa). Podobnie ma si¢ ze
standardami przygotowania nauczycieli w zakresie informatyki i technologii informacyjnej
WSZYSTKICH NAUCZYCIELI. Autorka wymienia mdj artykut na ten temat [104] z 1999 roku.
Od tego czasu opracowatem i sg dostepne dwa nowe dokumenty dotyczace standardow in-
formatycznego przygotowania nauczycieli.

Na poczatku tego rozdziatu Autorka podaje klasyfikacje umiejetnosci uczniéw wynikajgcych
z badan PISA, a dalej wigze poziomy umiejetnosci z etapami ksztatcenia, by wysnuc¢ stad
wnioski, jakie powinno by¢ przygotowanie nauczycieli. To mato! Standardy powinny siegac
szerzej i gtebiej w zakres przygotowania nauczycieli, nauczyciel powinien znacznie wiecej
wiedzie¢ i umie¢ niz docelowo majg wiedzie¢ i umie¢ jego uczniowie. Ponadto, rolg standar-
doéw jest réwniez wyznaczanie kierunkéw profesjonalnego rozwoju nauczycieli’.

Czesc Il pracy jest poswiecona przeprowadzonym przez Autorke badaniom. Zostaty one
podzielone na dwie grupy — Badania wstepne (rozdz. 4) i Badania wiasciwe (rozdz. 5). Bada-
nia wstepne przyczynity sie do ugruntowania koncepcji dydaktycznej ksztatcenia nauczycieli
kierunku nauczycielskiego w obszarze algorytmizacji. Ta koncepcja byta przedmiotem badan
witasciwych.

Rozdziat 4. Badania wstepne

W badaniach wstepnych wzieto udziat 11 studentek Il matematyki i 28 studentéw pierwszego
roku studiéw uzupetniajgcych. Z wyjgtkiem dwoch oséb, byli to studenci specjalnosci nauczy-
cielskiej matematyka z informatykg. Mozna wiec byto przypuszcza¢, ze badani studenci nie

2 W efekcie realizacji takiej roli standardéw przygotowania nauczycieli, sg one lektura obowiazkowa na
naszych studiach podyplomowych dla nauczycieli informatyki. Tym sposobem staramy sie przeko-
nac¢ nauczycieli, ze w petni $wiadomie powinni ,wzig¢ swojg edukacje w swoje rece’.



beda mieli probleméw z kwestiami algorytmicznymi (informatycznymi). Co wiecej, Autorka
mogta Smiato wykorzystaé informatyczne przygotowanie studentéw i rzeczywiscie potaczyé
w badaniach elementy matematyczne z informatycznymi przy modelowaniu sytuacji rzeczy-
wistych. Nie zostato to jednak wykorzystane, co uwazam za powazny btgd w badaniach.

Na badania wstepne ztozyly sie trzy etapy: (1) sprawdzenie umiejetnosci tworzenia modeli
w postaci algorytmoéw i korzysci stad ptyngcych; (2) analiza kompetencji nauczycieli w obsza-
rze modelowania i stosowania algorytméw; (3) eksperymentalne uczenie konstrukcji geome-
trycznych w postaci algorytmu w klasie gimnazjalistéw.

Wréce do jednego z problemoéw, o ktérym pisze juz powyzej: ,Studenci mieli utworzyc
SCHEMAT [moje wyrdznienie] powalajacy wyliczy¢é koszt wycieczki szkolnej.” A co to jest
,schemat”? Wiadomo, co to jest algorytm, ale schemat®? Uwaga metodologiczna: je$li z za-
mierzenia miato to by¢ modelowanie za pomocg algorytmizacji, to uczciwiej bytoby zasuge-
rowac studentom ALGORYTM, i do tego — dopusci¢ postuzenie sie komputerem, ktéry jest
jednym z narzedzi algorytmizacji. Zwtaszcza, ze w wiekszosci ci studenci zdobywajg tez
uprawnienia do nauczania informatyki.

Przyznam sie, ze szalenie mnie dziwi, ze w relacji z badan nie pojawia sie uzycie arkusza
kalkulacyjnego! Podejrzewam nawet, ze byt zakaz postuzenia sie komputerem i jego aplika-
cjami! To przepraszam, na czym ma polegac algorytmizacja rzeczywistych problemoéw, ktére
przeciez w rzeczywistosci sg rozwigzywane z pomocg komputera, znakomicie nadajgcego sie
do realizacji catego procesu modelowania matematycznego.

Na stronach 94-95 podane sg modele, a faktycznie algorytmy dla tego problemu. Pierwszy
jest wzorem, a drugi schematem blokowym. Ten schemat jest sztucznie rozdmuchany — Au-
torka postuzyta sie operatorami mod i div, ale funkcje powalty (sufitu) i podtogi zrealizowata za
pomocg instrukcji warunkowych. Pod koniec schematu jest chyba btad — gratis nie moze by¢
liczba ujemna jesli jest wynikiem dzielenia catkowitego dwoch liczb naturalnych, ponadto
znam muzea, w ktérych k = 0.

Strony 97-112 zawierajg analize prac studenckich z pierwszego etapu, ktéra ukazuje znaczne
braki w zakresie modelowania matematycznego. Cze$¢ winy ,zwalitbym” na narzedzie, czyli
na kartke papieru i otdbwek — w jaki sposdb bowiem studenci mieliby testowaé rozwigzanie
zapisane na kartce papieru? Model na papierze z perspektywg jego algorytmizacji moze by¢
jedynie szkicem docelowego modelu.

W drugim etapie, 28 studentéw ponownie modelowato ten sam problem, ale juz z wyraznym
naciskiem na algorytmizacje, postuzenie sie algorytmem. Zadziwiajaca jest Tabela 2, zadne-
go odniesienia przynajmniej do pseudokodu algorytmu. Jest ,préba przedstawienia na papie-
rze formy arkusza kalkulacyjnego” Na papierze? Nie uczymy ani aplikacji, ani programowania
na papierze, od tego jest komputer. Uwazam za btgd metodyczny w badaniach, ze studentom
nie udostepniono i nie zasugerowano postuzenie sie komputerem i jego aplikacjami. Witasnie
arkusz powstat dla modelowania sytuacji ekonomicznych, a takg jest kosztorys wycieczki.

Niestety (str. 114), jak mozna byto przewidzie¢, ,przedstawienie modelu w postaci schematu
blokowego nie poprawito precyzji myslenia o zwigzkach, czy tez nie wptyneto na sposob ma-
tematyzacji problemu.” W podsumowaniu Autorka stwierdza, ze potowa zaprezentowanych
modeli nie dziata prawidtowo, a skad wiadomo, ze druga potowa modeli, wszystkie zaprezen-

* W obszarze matematyki, jak rowniez informatyki obowigzuje precyzyjny jezyk sformutowan proble-
mow i prowadzenia dyskusji. Poza mato precyzyjnym schematem pojawia sie w pracy réwniez ,sza-
cowanie” kosztéw, ktore faktycznie jest obliczaniem, A przy okazji, warto zwraca¢ uwage (w pracy
takze, ale réwniez w pracach studentéw), ze jest ,liczba” klas, autokaréw a nie ilos¢. Zwykle przyta-
czam przy tej okazji: jest ilo$¢ cukru, ale liczba kostek cukru.

* Str. 115: Gdzie w modelu planu wycieczki miataby pojawi¢ sie petla (iteracja)? A co to jest petla za-
porowa? Czy chodzi o petle w schemacie modelowania, jak na str. 1197 Takiej petli na ogét nie
umieszcza sie w schemacie algorytmu czy w arkuszu, to krok w modelowaniu, a nie w modelu.
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towane na papierze, dziata poprawnie? Jestem pewien, ze postuzenie sie arkuszem kalkula-
cyjnym umozliwitoby studentom opracowanie funkcjonujacych modeli, byé moze z jakimis
wadami odnosnie decyzji. Str. 118: algorytm powinien by¢ poprzedzony specyfikacjg proble-
mu, ktéry rozwigzuje; a tutaj specyfikacja jest na koncu wyliczenia.

Wstepne badanie nr 3 polegato na rozwigzaniu dwéch zadan i wypetnieniu ankiety. Zdania
raczej obliczeniowe, zwigzane z proporcjami i procentami, nie wymagajgce specjalnej wiedzy
z modelowania matematycznego. Natomiast ankieta odnosita sie do ,$wiadomosci” studen-
tow zwiazanej z modelowaniem. Pytania dotycza raczej meta wiedzy. Mozna umie¢ rozwig-
zac zadanie, nieco trudniej jest opisa¢ sposéb rozwigzania, ale znacznie trudniej jest okreslic¢,
jakimi kompetencjami nalezato sie wykazaé¢ — to ostatnie to meta wiedza o swojej wiedzy
i kompetencjach®. Autorka stwierdza, ze chciata si¢ dowiedzie¢, na ile studenci dostrzegaja
W rozwigzywaniu zadan elementy modelowania matematycznego. Chciata rozpoznac u stu-
dentow zakres wiedzy na temat modelowania matematycznego. Ale przeciez to bylo zdane
na niepowodzenie, bo jest $wiadoma (str. 121), ze modelowanie nie jest przedmiotem stu-
diow matematycznych w Polsce. Zapewne wigkszo$¢ studentdw intuicyjnie jest w stanie po-
dac rozwigzania dwoch zadan ze str. 122, ale watpie, czy poradzg sobie wiasciwie z pyta-
niami ze str. 123. Skad mieliby wiedzie¢, ze modelowanie jest procesem, by¢ moze z zajeé
z informatyki, ale do tych nie ma odwotania w opisywanych badaniach. Inna kwestia, to po-
sta¢ zadan, ktéra nie sugerowata podejécia z modelowania matematycznego. Autorka narze-
ka, ze studenci skupili si¢ na gtéwnie obliczeniach, ale przeciez w Zad. 2 wyraznie jest mowa
~Uzupetnij ... obliczajac” i proste obliczenia wystarczyly do rozwigzania tego zadania®.
W konkluzji badania nr 3 Autorka stwierdza fakt oczywisty ,braki wiedzy z zakresu modelo-
wania matematycznego u studentéw matematyki”, przeciez nie mieli gdzie sie tego nauczyc!

Wstepne badanie nr 4 tylko potwierdzito wczesniejsze obserwacje dotyczace znajomosci
i stosowania modelowania matematycznego przez studentéw matematyki z informatyka,
przysztych nauczycieli. Nie wrézy to dobrze ich przysztej pracy z uczniami nad rozwigzywa-
niem rzeczywistych probleméw i postugiwaniu si¢ przy tym modelowaniem, algorytmami
i algorytmizacja. :

Wstepne badanie nr 5 dotyczyto umiejetnosci algorytmizowania zaleznoséci matematycznych.
| kolejne dla mnie zaskoczenie, ze studenci matematyki z informatyka majg ktopot z réwna-
niem (nierownoscig) kwadratowym, ktére jest przedmiotem zaje¢ w szkole. Zapomnieli od
tego czasu, ale przeciez studiujg takze informatyke. Zapewne nie rozwigzywali tego zadania
na papierze, tylko pisali odpowiedni program. Tutaj jednak Autorka nie skorzystata z tych ich
umiejetnosci informatycznych.

Wstepne badanie nr 6 dotyczyto algorytmizaciji konstrukcji geometrycznej. Jako informatyka
budzi moj sprzeciw, ze w tym badaniu uczniowie petnig role robotéw. Takie podejscie dydak-
tyczne ktdci sig¢ z dzisiejszym konstruktywistycznym i konstrukcjonistycznym podej$ciem do
ksztatcenia (Piaget, Papert), w ktorym to uczen jest budowniczym swoich umiejetnosci i wie-
dzy, a nie odtwércg (robotem), programowanym przez nauczyciela jako robot. To podej$cie
jest wiasciwe w nauce programowania, gdy uczniowie odgrywaijg role robotéw, ale juz S. Pa-
pert pisat (1980) — parafrazuje: ,Mozna by sadzi¢, ze komputer (algorytm) jest wykorzystywa-
ny do programowania dziecka. W mojej wizji, to dziecko programuje komputer...” Dobrze,
jesli od poczatku do korca robot wykonuje czynnosci (algorytm) poprawnie. A co jesli sie po-
myli? Uczen powinien umie¢ znalez¢ btad i umieé go poprawic. Algorytmy’, jak w ¢wiczeniach

° Jest takie powiedzenie, ze gdyby stonoge zapytaé, w jaki sposob uruchamia kolejne nogi, to chcac
uzmystowic sobie to i na to odpowiedzie¢, stanetaby w miejscu i nie ruszyta sie dalej.

® Warto przytoczyc tutaj stowa R.W. Hemminga z 1959 roku, gdy obliczenia przebiegaty jeszcze na
papierze: The purpose of computng is insight not numer (pl. Celem obliczen jest zrozumienie, nie
wynik).

" W tekscie nie znalaztem wyjasnienia, ze wielkie litery w Liscie umiejetnosci (str. 148) to nazwy pa-
rametrow, formalne, a mozna pod nie podstawia¢ wartosci aktualne — tutaj ponownie kfania sie in-
formatyka.
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112 (str. 148-149) s3 odpowiednie dla komputera, ale uczniowie mieli postugiwac sie linijkg
i cyrklem.

W podsumowaniu badan wstepnych (p. 4.4) Autorka zebrata wyniki badan, ktére wskazujg na
potrzebe ,prowadzenia zaje¢ ze studentami z zakresu nauczania z wykorzystaniem podejscia
algorytmicznego.” Nie przecze, ale dodam ze bardzo wazne jest zintegrowanie takich zajed
z przygotowaniem informatycznym. Algorytmy i modelowanie z ich pomocg sg przedmiotem
ksztatcenia informatycznego od pierwszych lat w szkole; algorytm to podstawowe pojecie
informatyczne. Wiele z wymienionych wnioskéw brzmiatoby inaczej, gdyby Autorka wykorzy-
stata przygotowanie informatyczne studentéw, komputery i ich aplikacje.

Rozdziat 5. Badania wlasciwe

Badania stuzyly weryfikacji koncepciji ksztatcenia studentéw kierunkow nauczycielskich, doty-
czacej nauczania matematyki z wykorzystaniem algorytmizacji, w $cistym zwigzku z modelo-
waniem matematycznym. Autorka postuzyta si¢ w tych badaniach niemal takimi samymi przy-
ktadami zadan jak w badaniach wstepnych, rozbudowujac je o ankiety wypetniane przez stu-
dentéw i dyskusje miedzy nimi. Badania objety 3 spotkania po 90 minut i objety 16 studentéw
konczacych magisterskie studia z matematyki o specjalizacji nauczycielskiej matematyka
z informatykg. Autorka podaje, ze ,Studenci ci na zajeciach z informatyki mieli poruszane
zagadnienie algorytméw.” To bardzo nisko postawiona poprzeczka oczekiwanych umiejetno-
sci informatycznych badanych studentéw, przeciez ci studenci w roku badan uzyskali upraw-
nienia do nauczania informatyki na wszystkich poziomach edukacji! Powtérze sie, dlaczego
w prezentowanych badaniach nie ma zadnych odniesien do tego ich przygotowania? Odsy-
tam do motta tej recenz;ji.

Zajecia | byly poswiecone wprowadzeniu dydaktycznych aspektéw modelowania matema-
tycznego. Jako zad. 1 studenci mieli utworzyc, teraz juz algorytm a nie schemat, wyznaczaja-
cy koszt udziatu w wycieczce. Algorytm powinien byt by¢ ,czytelny i zrozumiaty” — informatyka
nie zna i nie operuje takimi cechami algorytméw. Ponadto, mieli wypetni¢ ankiete o swoich
wrazeniach z realizacji tego zadania. W zadaniu 2 wybierali z listy umiejetnosci potrzebne do
rozwigzania zad. 1. Wéréd nich znalazto si¢ ,stosowanie strategii heurystycznych” — czy stu-
denci wiedzieli, co to jest heurystyka? To zadanie konczyto sie dyskusja dotyczaca umiejet-
nosci. Zadanie 3 to bardzo praktyczne pytanie, o algorytm wyznaczajacy ilo$é¢ wody wypijanej
tygodniowo przez rodzine, sformutowane bardzo ogolnie, na ktére studenci mieli tylko 15 mi-
nut. Celem zapewne byto pozostawienie studentow z watpliwosciami — ale tylko przez 15 mi-
nut — czy do wypijanej wody mozna zaliczyé wode w pozywieniach, jak zupy, kisiele, budynie,
kompoty, czy w innych napojach, jak Coke, 16d do Coke itp. A co z wodg pitg poza domem?
Rozwigzanie wzorcowe na str. 175-176 usuwajg na bok te watpliwosci — nie uwzglednia sie
w nich tak szczegoétowych dociekan, chociaz Autorka dopuszcza rézna interpretacje problemu
i niektorzy studenci z tego skorzystali bezwiednie w swoich rozwigzaniach w wyniku analizy
sytuacji problemowej.

Zajecia Il. Rozpoczely sie przypomnieniem dwéch pierwszych zadan z pierwszych zajeé.
Zadanie 4 dotyczyto uzupetnienia schematow blokowych; zadanie 5 — napisania algorytmu
rozwigzywania rownania kwadratowego, nastepnie stuchacze obejrzeli prezentacje dotyczaca
nauczania matematyki z wykorzystaniem algorytmizacji, i na koricu tych zajeé (zad. 6) mieli
zbudowac¢ algorytm rozpoznajgcy wzajemne potozenie dwdch okregéw.

Zajecia lll. Wspolne tworzenie algorytmu wyznaczajgcego réwnanie symetralnej odcinka
(zad. 7); dwa zadania do samodzielnego wykonania: algorytm rozwigzywania nieréwnosci
kwadratowych (zad. 8) i algorytm dla malarza Kowalskiego na ilo$¢ potrzebnej farby (zad. 9).
Zajecia konczyta dyskusja i podsumowanie badar.

W sumie na 8 zadan, tylko 3 z nich dotyczyty modelowania sytuacji praktycznych (1,319
| postuzenia sie w tym algorytmizacja, co byto gtéwnym celem badan.

Celem badan byto (str. 164) ,rozpoznanie w jakim stopniu nauczyciele matematyki sa w sta-
nie posigé¢ kompetencje zwigzane z algorytmizacjg (modelowaniem matematycznym) przy
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niewielkim nakfadzie czasu poswigconym temu zagadnieniu w oparciu o Zzaproponowang
koncepcje.” Jest mowa o nauczycielach matematyki, ale przeciez to beda takze nauczyciele
informatyki (takie dostajg uprawnienia). Dlaczego w prezentowanych badaniach jawnie nie
korzysta sie z tego ich przygotowania, badajgc dodatkowo stopien wykorzystania ich przygo-
towania informatycznego w nauczaniu matematyki, zwltaszcza z wykorzystaniem algorytmiza-
cji. Wigkszos¢ zaproponowanych zadarn w badaniach wystepuje w ksztatceniu informatycz-
nym. Dlatego wigkszo$¢ zagadnien wystepujacych w celach dydaktycznych i badawczych
(p. 5.2) powinna byta byé znana studentom uczestniczacym w badaniach. Niestety w wyni-
kach badan nie znajduje zadnej wzmianki o korelacji przygotowania matematycznego z przy-
gotowaniem informatycznym studentéw, lub braku takiej korelacji, co nalezatoby uznaé za
niedociggniecie w ksztatceniu przysztych nauczycieli dwéch przedmiotow.

W punkcie 5.3 Autorka zamiescita wzorcowe rozwigzania zadan z tego etapu badan, zastrze-
gajac, i stusznie, ze s3 to jedne z wielu mozliwych rozwigzan. Z tego tez wzgledu te rozwig-
Zania wzorcowe maja ograniczone zastosowanie w ocenie rozwigzan podanych przez stu-
dentéw.

Punkcie 5.4 jest poswiecony analizie koncepcji dydaktycznej. To najobszerniejszy fragment
pracy i najwazniejszy dla oceny i wnioskow z przeprowadzonych badan wtasciwych. Autorka
wymienia wady i btedy w rozwigzaniach, jak i wtasciwe decyzje. Poniewaz wiekszos¢ zadan
studenci rozwigzywali zapewne w ramach zajec informatycznych pozostaje watpliwosé, jakie
jest wtasciwe zrodto ich umiejetnosci lub ich braku, niewtasciwego podejscia do algorytmizacji
zadan o charakterze matematycznym. To najpowazniejsza watpliwos¢ zwiagzana z oceng ba-
dan koncepcji dydaktyczne;.

Odniose sie szczeg6towo tylko do podsumowania analizy zad. 1 (p. 5.4.1.5), bronigc nieco
studentoéw. Studenci wykazali braki umiejetnosci w zakresie modelowania matematycznego
i posiadajg ograniczone kompetencje z tego zakresu. Ale wczesniej Autorka pisze o braku
zajec z tego zakresu na studiach, skad wiec majg wiedzie¢, ze modelowanie to cykliczny pro-
ces tworzenia, weryfikacji i modyfikacji modelu? Nie wiedza, ze trzeba zapisa¢ wszystkie za-
tozenie, chociaz zapewne poprzedzajg algorytm specyfikacjg — to ostatnie powinni byli po-
znac na zajeciach informatycznych. Na 0got zadowalajg sie pierwszym rozwigzaniem — mieli
bowiem tylko 30 minut na rozwigzania, a po drugie — testowanie rozwigzania (modelu) na
papierze to duze przedsiewziecie ,logistyczne’ ale jako informatycy mogliby to zrobi¢ na
komputerze, gdyby tylko mieli taka mozliwoéé udostepniong w badaniach. Zarzut, ze modele
byty nieprecyzyjne nalezy chyba ostabié i wzig¢ pod uwage, ze w przypadku probleméw ,nie
matematycznych” (matematyczne, to réwnania i nieréwnosci kwadratowe), ilu studentéw tyle
mozliwych rozwigzan. Tak jest na og6t przy modelowaniu i rozwigzywaniu rzeczywistych pro-
bleméw. | pada ocena: ,nie tacza wiedzy informatycznej z wiedza matematyczna’. Ale tym
ostatnim nie mozna obarczyé tylko studentéw, pisze o tym w wielu miejscach. Wiedzy infor-
matycznej nie da sie przelac tylko na kartki, a nie udostepniono studentom zadnych narzedzi
informatycznych. Poza wymienieniem réznych postaci algorytmoéw (str. 20), nigdzie w pracy
i w zadaniach, takze we wzorcowych rozwigzaniach, nie pojawia sie algorytm reprezentowa-
ny w pseudojezyku lub w jezyku programowania. Wéréd umiejetnosci potrzebnych do wyko-
nani zad. 1 (str. 159) réwniez nie ma zadnych odniesien do kompetencji informatycznych.

Niepokojg wyniki uzyskane przez studentéw w zad. 5 i 8, klasycznego réwnania kwadratowe-
go i nierownosci kwadratowej. Str. 230: ,Analiza prac wykazata, ze stworzenie algorytmu
rozwigzujgcego réwnanie ... nie jest zadaniem prostym dla przysztych nauczycieli matematy-
ki. Tylko jedna praca nie zawiera zadnych btedéw.” Przepraszam, to w jaki sposéb te osoby
ukonczyly szkote $rednig i przeszty przez 4 lata studiow matematyczno-informatycznych?
Niewatpliwie algorytmizacja i modelowania mogty ,usztywni¢” myslenie niektérych studentéw,
ale popetniono wiele niewymuszonych btedow przy rozwigzywaniu tego réwnania. W tym za-
daniu jest pewien kruczek, wymuszajacy szerszg analize rozwigzan — mowa jest o rownaniu,
a nie o rownaniu kwadratowym. Zapewne student widzac réwnanie kwadratowe rozwigzuje je
jako réwnanie kwadratowe nie patrzac na szczegoine przypadki. Szkoda, ze tego nie zbada-
no, nie zauwazytem. Przy rozwigzywaniu nieréwnosci w zad. 8 widaé rezultaty zajmowania
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sie rownaniem, chociaz wyraznie jest mowa o nieréwnosci kwadratowej, wiec uwzglednianie
wartosci wspétczynnika a jest btedem. Ponownie martwi, ze ,wéréd 16 algorytmoéw zaden nie
jest pozbawiony niedociggnie¢.”

Whioski i ocena pracy

Celem pracy byta weryfikacja koncepcji dotyczace; przygotowania przysztych nauczycieli ma-
tematyki w zakresie problematyki budowania algorytméw i wykorzystania algorytmizaciji
w modelowaniu matematycznym. Zdaniem Autorki, uzyskane wyniki potwierdzaja, ze zapro-
ponowana koncepcija spetnita swoje zatozenia (str. 263). Co wiecej, ,jej realizacia nie wyma-
ga zadnych specjalnych naktadéw, z tatwosciag moze byé¢ wiaczona w istniejace siatki ksztat-
cenia.”

Gdzie w taki razie podziaty sie te wszystkie wnioski o btednych w rozwigzaniach, wrecz braku
rozwigzan poprawnych, braku przygotowania do modelowania matematycznego, brakoéw
z elementarnej matematyki (réwnania kwadratowe) i algorytmiki? Dalej na tej samej stronie
Autorka wylicza wiecej brakéw u studentéw niz dobrych stron i sugeruje, jak te braki nadrobi¢
i co z tych badan wyniesli studenci. Ale to byto tylko 3 x 90 minut zaje¢ ksztattujgcych te nowe
kompetencje.

Do tej listy brakéw w koncepcji zaliczytem wielokrotnie brak informatycznego odniesienia do
strony algorytmicznej rozwazan. Autorka zauwaza, ze studenci nie tacza wiedzy matema-
tycznej z informatyczna, co wydaje sie by¢ nie tylko ich btedem, sg przeciez studentami na
specjalizacji matematyka z informatyka, niejako z nazwy integrujgcej te dwie dziedziny. Mdj
gtowny zarzut do badan dotyczy nie uwzglednienie explicite tych powigzan. Zapewne wiele
na tym stracita, zaréwno realizacja zadan, jak i obrona i uzasadnienie koncepciji.

W kontaktach z dydaktykami matematykami odnosze czesto wrazenie, ze ,<algorytm” jest dla
nich gtéwnie hastem, za ktérym nie stoja konkretne kompetencje matematyczne. Tak jest
w przypadku zapiséw w podstawie programowej. A w rozmowie z jej autorami, na zazalenie,
ze nie ma algorytmu Euklidesa, chociaz jest réwnos¢ o ilorazie i reszcie, czyli pét kroku przed
wyprowadzeniem i uzasadnieniem algorytmu Euklidesa ustyszatem, to wy zrobicie to na in-
formatyce. Rozumiem te wyzszo$¢ matematyki nad informatyka, ktéra kaze na przyktad pro-
ponowa¢ w szkole branzowej (zawodowej) zaznajomienie uczniow z dowodem, ze liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele, skadingd przepiekny dowod tegoz samego Euklidesa.
Teraz my informatycy mamy inny problem z matematykami — funkcja w programach kompute-
rowych pojawia sie juz w IV klasie szkoty podstawowej a na matematyce — dopiero w liceum,
bo jak ustyszatem ,szkolna definicja (jako przyporzadkowanie) jest obarczona szeregiem
wad, a Sciste zdefiniowanie przyporzadkowania wymaga wprowadzenie aksjomatyki’. Gdzie$
musi by¢ miejsce, by przerwac to zaklete koto poprawnosci matematycznej i potgczy¢ sity ku
lepszemu ksztatceniu matematycznemu. My w informatyce poradzimy sobie — wprowadzamy
potrzebng nam matematyke, gdy pojawia sie taka konieczno$é. Ale mozemy spig¢ sity
w ksztatceniu matematycznym. :

Podsumowujac, mam nadal obawy, ktére czesciowo potwierdza ta praca, ze matematycy,
wbrew pogladom Z. Krygowskiej, za algorytm przyjmuja przepis do wykonania pewnych
czynnosci rachunkowych czy konstrukcyjnych, jak ,czarng skrzynke”, za uczniéw traktujg jak
robotéw do wykonywania tych algorytmoéw. Powtérze, takie podejscie dydaktyczne ktéci sie
z dzisiejszym konstruktywistycznym i konstrukcjonistycznym podejsciem do ksztatcenia (Pia-
get, Papert), w ktérym to uczen jest budowniczym swoich umiejetnosci i wiedzy, a nie odtwér-
cq (robotem), programowanym przez nauczyciela, komputer, robota, czy nawet algorytm.

Odnoszac sie bezposrednio do tej pracy, Autorce proponuje uwzglednienie w dalszych bada-
niach uwag dotyczacych algorytmizacji w nauczaniu matematyki i modelowania matematycz-
nego na bazie petnego wykorzystania informatyki i algorytmiki, zwtaszcza w zakresie kompe-
tencji, jakie w tym zakresie powinni posiadaé przyszli nauczyciele matematyki. Ponadto, dal-
sze badania powinny uwzglednia¢ bardziej réznorodng i reprezentatywng grupe nauczycieli.
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Uwagi krytyczne, ktére sformutowatem odnoszg sie gtéwnie do sfery informatycznej pracy
i badan. Autorka dziatata w nieco innych warunkach — grupy nauczycieli przygotowanych we-
dtug obowigzujacego programu studiéw. Moje i Autorki oczekiwania nie tak tatwo spetnic,
a wiec badania musiaty dotyczyé istniejacej sytuaciji. Zostaty one oparte na ugruntowanym juz
przeswiadczeniu (od Z. Krygowskiej, 1977) o roli algorytméw w nauczaniu matematyki, cho-
ciaz ten poglad musi obecnie uwzglednia¢ aktualne miejsce informatyki, i algorytmow
W szczegolnosci, w ksztatceniu matematycznym, ktére powinno przyja¢ ,partnerski’ stosunek
do kompetencji informatycznych. '

Pani Anna Pyzara wykazata si¢ w pracy znajomoscig podstaw informatyki w zakresie algo-
rytmiki oraz znajomoscia warsztatu badacza w dydaktyce matematyki. Przeprowadzita rozle-
gte badania, chociaz na niewielkiej populacji nauczycieli, wstepne i zasadnicze. Szczegotowo
przeanalizowata wyniki badan, ktére w gtéwnym zarysie zweryfikowaty koncepcje dotyczaca
przygotowania przysztych nauczycieli matematyki w zakresie problematyki budowania algo-
rytmow i wykorzystania algorytmizacji w modelowaniu matematycznym. Badania wskazaty
rowniez na braki w ksztatceniu przysztych nauczycieli o uprawnieniach do nauczania mate-
matyki informatyki i mozna mieé nadzieje, ze te wnioski zostana wykorzystane w przemode-
lowaniu studiéw nauczycielskich na Wydziale, na ktérym broni pracy.

Biorac pod uwage wszystkie aspekty recenzowanej pracy w konkluzji stwierdzam, ze rozpra-
wa doktorska Pani mgr Anny Pyzary pt. Algorytmizacja jako aktywnosc i umiejetnosé mate-

matyczna spetnia wymogi Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym i wnosze o do-
puszczenie Autorki do dalszego toku przewodu doktorskiego.
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