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Opis kursu (cele ksztatcenia)

Uzyskanie wiadomosci teoretycznych i umiejetnosci rachunkowych w zakresie rachunku
rézniczkowego i catkowego funkcji rzeczywistych wielu zmiennych wraz z elementami teorii
pola wektorowego. Zapoznanie studentédw z wybranymi strukturami wspoétczesnej analizy
matematycznej i wypracowanie umiejetnosci stosowania wprowadzonych pojec¢ i metod
analizy matematycznej w praktyce.

Przedmiot prowadzony w jezyku polskim.

Warunki wstepne

. Analiza matematyczna w zakresie funkcji jednej zmiennej
Wiedza

o . Rozniczkowanie i catkowanie funkcji jednej zmiennej
Umiejetnosci

Kursy Analiza matematyczna w fizyce I, Algebra



Efekty ksztatcenia

Wiedza

Efekt ksztatcenia dla kursu

W1 Student zna pojecia funkcji rzeczywistej
zmiennej rzeczywistej wielu zmiennych, funkcji
ztozonej, pojecia granicy i ciggtosci, pochodne
czastkowe, gradient funkcji oraz pochodng
kierunkowq. Student zna rézniczki funkcji wielu
zmiennych i funkcji ztozonej oraz wzér Taylora dla
funkcji wielu zmiennych. Student rozrdznia
ekstrema lokalne, globalne, warunkowe i zna
metody ich wyznaczania.

W2 Student zna pojecia catki Riemanna dla funkcji
dwéch i trzech zmiennych oraz zna podstawowe
twierdzenia zwigzane z obliczaniem i
zastosowaniami tych catek.

W3 Student zna catki krzywoliniowe skierowane i
catki krzywoliniowe nieskierowane, ich wtasnosci i
zastosowania oraz najwazniejsze twierdzenia z
nimi zwigzane.

W4 Student zna catki powierzchniowe
niezorientowane i catki powierzchniowe
zorientowane, ich wilasnosci i zastosowania oraz
najwazniejsze twierdzenia z nimi zwigzane.

W5 Student zna elementarne pojecia teorii pdl
wektorowych, wybrane operatory rézniczkowe:
gradient, rotacja, dywergencja, operator nabla;
wie co to jest pole potencjalne i praca w polu
potencjalnym. Student zna twierdzenie Stokesa w
jezyku pola wektorowego i twierdzenia Gaussa o
dywergencji w jezyku pola wektorowego. Student
rozumie zagadnienia praktyczne opisane w
literaturze w jezyku teorii pél wektorowych.

Odniesienie do efektow
kierunkowych

wo01,, W03, W04,
W08, W10



Umiejetnosci

Kompetencje
spoteczne

Efekt ksztatcenia dla kursu

Ul Student potrafi oblicza¢ granice i granice
iterowane funkcji dwoéch i trzech zmiennych,
bada¢ ciggtos¢ funkcji. Ponadto student umie
oblicza¢ pochodne czastkowe i pochodne
kierunkowe. Student umie wyznacza¢ ekstrema
lokalne, globalne, warunkowe.

U2 Student umie oblicza¢ podwéjne i potrdjne
catki Riemanna oraz zna ich praktyczne
zastosowania.

u3 Student samodzielnie oblicza cafki
krzywoliniowe skierowane i catki krzywoliniowe
nieskierowane, zna twierdzenie Greena i umie je
stosowac.

U4 Student umie oblicza¢ catki powierzchniowe
niezorientowane i catki powierzchniowe
zorientowane, zna i umie stosowac twierdzenie
Gaussa o dywergencji i twierdzenie Stokesa.

U5 Student zna elementarne pojecia teorii pdl
wektorowych, potrafi stosowac¢ wybrane operatory
rozniczkowe: gradient, rotacja, dywergencja,
operator nabla; wie co to jest pole potencjalne i
praca w polu potencjalnym, umie znajdowac
réozne wielkosci fizyczne wykorzystujac
odpowiednie operatory rdézniczkowe. Student zna
twierdzenie Stokesa w jezyku pola wektorowego i
twierdzenia Gaussa o dywergencji w jezyku pola
wektorowego. Student rozumie zagadnienia
praktyczne opisane w literaturze w jezyku teorii
pol wektorowych. Student potrafi przygotowac
referat z tej dziedziny.

Efekt ksztatcenia dla kursu

K1 Student zna ograniczenia witasnej wiedzy i
rozumie potrzebe dalszego ksztatcenia, potrafi
samodzielnie wyszukiwac informacje w literaturze,
takze w jezykach obcych.

K2 Student potrafi precyzyjnie formutowac
pytania, stuzace pogtebieniu wiashego
zrozumienia danego tematu Ilub odnalezieniu
brakujacych elementéw rozumowania.

K3 Student potrafi pracowac zespotowo; rozumie
konieczno$¢ systematycznej pracy nad wszelkimi
projektami, ktére majg dtugofalowy charakter.

K4 Student rozumie i docenia znaczenie
uczciwosci intelektualnej w dziataniach wiasnych i
innych osdb; postepuje etycznie.

Odniesienie do efektow
kierunkowych

u01, U02, U033, U06-U10

Odniesienie do efektéw
kierunkowych

K01-KO07



Organizacja

Cwiczenia w grupach

. Wyktad
Forma zajec
W)
A K L S P E
Liczba godzin 45 45

Opis metod prowadzenia zaje¢

Wyktad z wykorzystaniem zaréwno formy multimedialnej jak i tradycyjnej tablicy do
wyjasniania szczegdtowych problemoéw i przyktadow.

W ¢wiczeniach audytoryjnych preferowane sg metody aktywizujgce: metoda dyskusji
dydaktycznej i metoda problemowa.

Formy sprawdzania efektow ksztatcenia
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K03 X X X X
K04 X X X X X

BARDZO DOBRY

W1-U1l Student zna definicje i potrafi oblicza¢ granice i granice iterowane
funkcji dwoch zmiennych, badac ciggtos¢ funkcji. Ponadto student umie
oblicza¢ pochodne czastkowe i pochodne kierunkowe. Student umie

4

Kryteria oceny



wyznaczac¢ ekstrema lokalne, globalne, warunkowe funkcji dwdch i trzech
zmiennych. Student zna definicje i stosowne twierdzenia o funkgcji
uwiktanej i potrafi znajdowac jej ekstrema.

W2-U2 Student zna definicje i umie oblicza¢ catki Riemanna podwdjne i
potréjne oraz zna ich praktyczne zastosowania.

W3-U3 Student zna definicje i samodzielnie oblicza catki krzywoliniowe
skierowane i catki krzywoliniowe nieskierowane, zna twierdzenie Greena i
umie je stosowac.

W4-U4 Student zna definicje i umie oblicza¢ catki powierzchniowe
niezorientowane i catki powierzchniowe zorientowane, zna i umie stosowacd
twierdzenie Gaussa o dywergencji i twierdzenie Stokesa.

W5-U5 Student zna elementarne pojecia teorii p6l wektorowych, potrafi
stosowac¢ wybrane operatory rézniczkowe: gradient, rotacja, dywergencija,
operator nabla; wie, co to jest pole potencjalne i praca w polu
potencjalnym, umie znajdowac rdézne wielkosci fizyczne wykorzystujac
odpowiednie operatory rézniczkowe. Student zna twierdzenie Stokesa w
jezyku pola wektorowego i twierdzenie Gaussa o dywergencji w jezyku pola
wektorowego. Student rozumie zagadnienia praktyczne opisane w
literaturze w jezyku teorii pol wektorowych. Student potrafi przygotowac
referat z tej dziedziny. W oparciu o zdobytg wiedze z rachunku
rozniczkowego i catkowego funkcji wielu zmiennych oraz potrafi
samodzielnie rozwigzywac problemy fizyczne.

PLUS DOBRY

W1-U1 Student zna definicje i potrafi oblicza¢ granice i granice iterowane
funkcji dwoch zmiennych, umie badac¢ ciggtos¢ funkcji. Ponadto student
oblicza pochodne czgstkowe i pochodne kierunkowe. Student umie
wyznacza¢ ekstrema lokalne, globalne, warunkowe funkcji dwéch
zmiennych, zna definicje i stosowne twierdzenia o funkcji uwikfanej.

W2-U2 Student zna definicje i umie oblicza¢ podwdjne i potrdjne catki
Riemanna oraz zna ich praktyczne zastosowania.

W3-U3 Student zna definicje i samodzielnie oblicza catki krzywoliniowe
skierowane i catki krzywoliniowe nieskierowane, zna twierdzenie Greena i
umie je stosowacd

W4-U4 Student zna definicje i umie oblicza¢ catki powierzchniowe
niezorientowane i catki powierzchniowe zorientowane, zna i umie stosowacd
twierdzenie Gaussa o dywergencji i twierdzenie Stokesa

W5-U5 Student zna elementarne pojecia teorii pol wektorowych, potrafi
stosowac¢ wybrane operatory rézniczkowe: gradient, rotacja, dywergencja,
operator nabla; wie, co to jest pole potencjalne i praca w polu
potencjalnym, umie znajdowac rdézne wielkosci fizyczne wykorzystujac
odpowiednie operatory rdézniczkowe. Student zna twierdzenie Stokesa w
jezyku pola wektorowego i twierdzenie Gaussa o dywergencji w jezyku pola
wektorowego. Student rozumie zagadnienia praktyczne opisane w
literaturze. Student potrafi przygotowac referat z tej dziedziny. Korzystajac
z literatury fachowej student potrafi stosowa¢ zdobyta wiedze z rachunku
rézniczkowego i catkowego funkcji wielu zmiennych do rozwigzywania
problemow fizycznych.

DOBRY

W1-Ul Student zna definicje i potrafi oblicza¢ granice funkcji dwdch
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zmiennych, umie badac ciggtos$¢ funkcji. Ponadto student oblicza pochodne
czastkowe i pochodne kierunkowe. Student umie wyznacza¢ ekstrema
lokalne, globalne, warunkowe funkcji dwoch zmiennych.

W2-U2 Student zna definicje i umie oblicza¢ podwdjne i potrdjne catki
Riemanna oraz zna ich praktyczne zastosowania.

W3-U3 Student samodzielnie oblicza catki krzywoliniowe skierowane i catki
krzywoliniowe nieskierowane, zna twierdzenie Greena i umie je stosowac.

W4-U4 Student umie oblicza¢ catki powierzchniowe niezorientowane i cafki
powierzchniowe zorientowane, zna i umie stosowac twierdzenie Gaussa o
dywergencji i twierdzenie Stokesa.

W5-U5 Student zna elementarne pojecia teorii p6l wektorowych, potrafi
stosowac¢ wybrane operatory rézniczkowe: gradient, rotacja, dywergencija,
operator nabla; wie co to jest pole potencjalne i praca w polu
potencjalnym, umie znajdowaé rézne wielkosci fizyczne wykorzystujac
odpowiednie operatory rézniczkowe. Student zna twierdzenie Stokesa w
jezyku pola wektorowego i twierdzenie Gaussa o dywergencji w jezyku pola
wektorowego. Student rozumie zagadnienia praktyczne opisane w
literaturze.

PLUS DOSTATECZNY

W1-U1l Student potrafi oblicza¢ granice funkcji dwéch zmiennych, umie
bada¢ ciggtos¢ funkcji. Ponadto student oblicza pochodne czgstkowe i
pochodne kierunkowe. Student umie wyznacza¢ ekstrema lokalne i
globalne funkcji dwéch zmiennych.

W2-U2 Student umie oblicza¢ podwojne i potréjne catki Riemanna oraz zna
ich praktyczne zastosowania.

W3-U3 Student samodzielnie oblicza catki krzywoliniowe skierowane i cafki
krzywoliniowe nieskierowane, zna twierdzenie Greena i umie je stosowac.

W4-U4 Student umie oblicza¢ catki powierzchniowe niezorientowane i catki
powierzchniowe zorientowane, zna i umie stosowac twierdzenie Gaussa o
dywergencji i twierdzenie Stokesa.

W5-U5 Student zna i potrafi stosowaé wybrane operatory rdzniczkowe:
gradient, rotacja, dywergencja, operator nabla; wie, co to jest pole
potencjalne i praca w polu potencjalnym, umie znajdowac rézne wielkosci
fizyczne wykorzystujac odpowiednie operatory rézniczkowe. Student zna
twierdzenie Stokesa w jezyku pola wektorowego i twierdzenie Gaussa o
dywergencji w jezyku pola wektorowego.

DOSTATECZNY

W1-U1l Student potrafi oblicza¢ granice funkcji dwoch zmiennych, umie
bada¢ ciggtos¢ funkcji. Ponadto student oblicza pochodne czastkowe i
pochodne kierunkowe. Student umie wyznacza¢ ekstrema lokalne funkcji
dwoch zmiennych.

W2-U2 Student umie oblicza¢ podwdjne i potrdjne catki Riemanna.

W3-U3 Student samodzielnie oblicza catki krzywoliniowe skierowane i cafki
krzywoliniowe nieskierowane, zna twierdzenie Greena i umie je stosowac.

W4-U4 Student umie oblicza¢ catki powierzchniowe niezorientowane i catki
powierzchniowe zorientowane, zna i umie stosowac twierdzenie Gaussa o



dywergenciji i twierdzenie Stokesa

W5-U5 Student zna i potrafi stosowaé wybrane operatory rézniczkowe:
gradient, rotacja, dywergencja, operator nabla. Student zna twierdzenie
Stokesa w jezyku pola wektorowego i twierdzenie Gaussa o dywergencji
w jezyku pola wektorowego.

NIEDOSTATECZNY

W1-U1l Student nie zna definicji i nie potrafi oblicza¢ granic oraz granic
iterowanych funkcji dwoch zmiennych, nie umie badac ciggtosci funkcji.
Ponadto student nie umie oblicza¢ pochodnych czastkowych i pochodnych
kierunkowych. Student nie zna definicji i nie umie wyznacza¢ ekstremow
lokalnych, globalnych a takze warunkowych funkcji dwéch i trzech
zmiennych. Student nie zna definicji i twierdzenia o funkcji uwikfanej.

W2-U2 Student nie zna definicji i nie umie oblicza¢ podwdjnych i
potréjnych catek Riemanna oraz nie zna ich praktycznych zastosowan.

W3-U3 Student nie zna definicji i nie umie oblicza¢ catki krzywoliniowej
skierowanej i catki krzywoliniowej nieskierowanej, nie zna twierdzenia
Greena.

W4-U4 Student nie zna definicji i nie umie oblicza¢ catki powierzchniowej
niezorientowanej i catki powierzchniowej zorientowanej, nie zna
twierdzenia Gaussa o dywergencji i twierdzenia Stokesa.

W5-U5 Student nie zna elementarnych pojec teorii pol wektorowych, nie
zna i nie potrafi stosowac operatoréw rézniczkowych takich jak: gradient,
rotacja, dywergencja, operator nabla; nie wie co to jest pole potencjalne i
praca w polu potencjalnym. Student nie zna twierdzenia Stokesa w jezyku
pola wektorowego i twierdzenia Gaussa o dywergencji w jezyku pola
wektorowego. Student nie potrafi korzystac z literatury.

Ocena koncowa z ¢wiczen audytoryjnych jest Srednig ocen z odpowiedzi
ustnych, kolokwiéw, dyskusji, udziatu w projektach indywidualnych i
zbiorowych.

Uwagi . o . : o
Ocena koncowa z przedmiotu jest srednig ocen z zaliczenia ¢wiczen

audytoryjnych, egzaminu pisemnego i egzaminu ustnego.

Tresci merytoryczne (wykaz tematéw)

1.Funkcje wielu zmiennych - granica i ciggtos$¢, pochodne czastkowe, gradient funkcji.
Pochodna kierunkowa.

2.Rbézniczkowanie odwzorowan z przestrzeni kartezjanskiej n-wymiarowej do
przestrzeni kartezjanskiej m-wymiarowej. Roézniczkowanie funkcji wielu zmiennych i
funkcji ztozonej. Wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych.

3.Catki podwdjne. Wiasnosci catek podwdjnych. Twierdzenie Fubiniego o iteracji.
Obliczanie catek podwojnych w obszarach normalnych. Twierdzenie o zamianie
zmiennych dla catek podwdjnych. Zastosowania catek podwojnych.

4.Catki potréjne. Wtasnosci catek potréjnych. Obliczanie catek potréjnych w obszarach
normalnych. Twierdzenia o zamianie zmiennych dla catek potréjnych . Zastosowania
catek potroéjnych.

5.Catki krzywoliniowe skierowane. Twierdzenie o zamianie catki krzywoliniowej



skierowanej na catke oznaczong. Twierdzenie Greena. Niezaleznos$¢ calki
krzywoliniowej skierowanej od drogi catkowania.

6.Catka krzywoliniowa nieskierowana. Witasnosci catki krzywoliniowej nieskierowanej i
jej zastosowanie. Twierdzenie o zamianie catki krzywoliniowej nieskierowanej na

catke oznaczona.

7.Catki powierzchniowe niezorientowane. Wi{asnosci catek powierzchniowych
i ich

niezorientowanych. Obliczanie catek powierzchniowych niezorientowanych
zastosowanie.

8.Catki  powierzchniowe zorientowane. Wiasnosci catek  powierzchniowych
ich

zorientowanych. Obliczanie catek powierzchniowych zorientowanych
zastosowanie. Twierdzenie Gaussa o dywergencji i twierdzenie Stokesa.

9.Elementarne pojecia teorii pdl wektorowych. Wybrane operatory roézniczkowe:
gradient, rotacja, dywergencja, operator nabla. Pole potencjalne. Praca w polu

potencjalnym.

10.Strumien rotacji wektora przez powierzchnie. Twierdzenie Stokesa w jezyku pola
wektorowego. Strumien wektora przez powierzchnie. Twierdzenia Gaussa

dywergencji w jezyku pola wektorowego.

Wykaz literatury podstawowej

J. Koroniski, ,Wyktady i éwiczenia z matematyki”, cz.II, Wydawnictwo PK, Krakow
W. Krysicki , ,Analiza matematyczna w zadaniach”, cz.II, PWN, Warszawa

R. Rudnicki , ,Wyktady z analizy matematycznej”, PWN, Warszawa 2001
Wykaz literatury uzupetniajgcej

M. Gewert, Z. Skoczylas, ,Analiza matematyczna 2", GIS, Wroctaw
F. Leja , ,Rachunek rézniczkowy i catkowy”, PWN, Warszawa 1979
W. Stankiewicz, ,Zadania z matematyki cze$¢ AB dla wyzszych uczelni technicznych”, PWN, Warszawa

G. 1. Zaporozec, ,Metody rozwigzywania zadan z analizy matematycznej”, WNT, Warszawa 1967

Bilans godzinowy zgodny z CNPS (Catkowity Naktad Pracy Studenta)

Wyktad 45
liczba godzin w kontakcie z Konwersatorium (éwiczenia, laboratorium itd.) 45
prowadzacymi Pozostate godziny kontaktu studenta z prowadzacym - 15
- bezposrednie konsultacje
Lektura w ramach przygotowania do zaje¢ 20
Przygotowanie krétkiej pracy pisemnej lub referatu po

3 3 S ) . . 10

liczba godzin pracy studenta zapoznaniu sie z niezbedna literaturg przedmiotu

bez kontaktu z
prowadzacymi Przygotowanie projektu lub prezentacji na podany temat 10
(praca w grupie)
Przygotowanie do egzaminu/zaliczenia 30
Ogodtem bilans czasu pracy 175
Liczba punktéw ECTS w zaleznosci od przyjetego przelicznika 1IECTS=25h 7
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